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Exercice 1. Résolution du probléme d’advection 1D
On considére le systéme

%(x,t)—l—v(t)%(w,t):f(u,t) t>0,0<z<L
u(0,t) = g(t) t>0 (1)
u(z,0) = up(x) 0<z<L

ol L est une constante fixée.
1. Résoudre le probleéme pour f(u,t) =0, v(t) = ﬁ7 g(t) =2 et ug(x) = cos(x).

2. On considére maintenant le cas ot v(t) = v, constante strictement positive et f(u,t) = —u(x,t) + sin(¢).
2.1. Déterminez les charactéristiques.
2.2. Mountrez que u le long d’une caractéristique x(t) satisfait 'EDO:

(@ (), 0) +u(z(t),t) = sin(?) (2)
2.3. Montrez que les solutions générale de 'EDO (2) s’écrivent
1. L,
y(t) = B (sin(t) — cos(t)) + Ae (3)
avec A une constante.
2.4. Trouver la solution du probléme, pour g(t) = sin(¢) et ug(x) = v/z.

Exercice 2 - Différences Finies et Crank-Nicolson pour le probléme de Poisson.

On s’intéresse au probléme
ou 0%u
a(%t)—’/@(%t)—f(%t) (4)

pour z € [0,L] et t € [0,7]. Le probléme est couplé a des conditions de Dirichlet homogénes et une condition
initiale ug(x):

{u(o, t)=u(L,t)=0 )

u(z,0) = up(x)



L’intervalle [0, L] est discrétisé avec N, + 1 points (x;)i=1,.. n,+1 répartis uniformément avec un pas d’espace
Az = L/N, (constant) tel que z; = (i — 1)Axz. Identiquement, Uintervalle [0, 7] est discrétisé avec Ny + 1 points
(t")n=1,... N,+1 répartis uniformément avec un pas de temps At = T/N; (constant) tel que t" = (n — 1)A¢t. On
dénotera v} la solution approchée au noeud z; et au temps t".

1. Donnez le schéma différences finies centré en espace, avec discrétisation temporelle de Crank-Nicolson.

2. On va dans un premier temps s’intéresser & la consistance. On considérera la solution u suffisamment réguliére
pour permettre 'analyse (a savoir u(z,t) au moins C* pour z et C? pour t). On définie I'erreur de consistance par

K (u, x,t, Ax, At) = Ry (u, x,t, At) + Xs(u, x,t, Ax) + Xs(u, x,t + At, Ax)

Ry (u,x,t, At) = u(w,t + AAL‘?f —u(z,t) % (?Z(x7t+ At) + ?Zu(x,t)) (©)
_ v (u(x + Ax,t) +u(z — Az, t) — 2u(z,t) @
%s(uaxathm) - ) ( sz - 8552 (l‘,t)

2.1. Trouvez p et une constante Cy (indépendante de Az et At), tels que
|Zs(u, x,t, Ax) + Xs(u, z,t + At, Ax)| < C1Az?P (7)
2.2. Trouvez ¢ et une constante Cy (indépendante de Az et At), tels que
| %t (u, x,t, At)] < CyAtd (8)
2.3. Déduisez en une majoration de |%(u,x,t, Az, At)| et conclure sur la consistance du schéma.

3. En considérant le probléme sans second membre sur domaine infinie, donnez la condition de stabilité au sens de
Von-Neumann du schéma numérique mis en place.



